TD 6 : Intégrales généralisées - Corrigé

Exercice 1:
t
Dte (1-I-—t2)2
1 1 177 1 1 1 1 1
=§[—1+t2]0 25(_1+x2 +1) =§—m—>§ lorsque x tend vers + co.
+00
dt converge et que jo ﬁdt = %

* t 1M* 2t
t conti 0; +oo[ et toutx € [0; 4+, | ——==dt==| ——=dt
est continue sur [0; +oo[ et pour tout x € | OO[IO YD 2];) 1102

+ oo t

On peut donc dire que jo _(1 + £2)2

t o te t?

X 1 X
est continue sur [0; +o[ et pour tout x € [0; +00[,f te~t’dt = _Ef —2te~t’dt
0 0
1 1 1
= —= [e‘tz]x = —E(e_x2 — 1) =5 Ee"‘z -3 lorsqile x tend vers + oo.

1
te~t"dt converge et que f te tdt = >
0

+ o0

On peut donc dire que f
0

1 1

tIn(t) dt = f t x In(t) dt

X

t — tIn(t) estcontinue sur ]0; 1] et pour tout x € ]0; 1],]
X

On pose u'(t) = tetv(t) =In(t) :

les fonctions u et v sont de classe C'sur [x; 1], on peut donc appliquer une IPP

jltxl ot = tzl . ! fltledt— x?In(x) jltdt— x2In(x) [e2]"
) n(t)dt = > n(t) ket = 5 3 _ - -
* X

x?In(x) 1 N x? 1 | cend 0
= — —— _— — = .
5 272 ) 7 lorsque x tend vers

1
1
tIn(t) dt converge et que f tin(t)dt = ~2

On peut donc dire que j
0

0

t

2) Les fonctions t — m ett » te

—t2 . .
" sont impaires

+o0o

De plus les intégrales j

t e
———=dt et j te"t” dt sont convergentes
o (@ +1t%)? 0

+ 0o t +o
On peut donc affirmer que les intégralesj m dt et j te™t dt convergent et valent 0.
2 1
Nt 1 est continue sur |1; 2] et pour tout x € ]1; 2],f mdt =[In(t—1)]2=-In(x — 1)
2 1 x 2 1
limIn(x — 1) = —oodonc lim | ——dt = 4+ :1'intégrale j —— dt est divergente.
x—1 x-1), t—1 , t—1
»
- T est continue sur [0; +oo[ donc en particulier sur [1; +oo[
u? u? u?

— et les fonctions u
1+

~ — ~ et u » — sont positives sur [1; +oo|.
14+u* +0 u* +0 u u? P ’

u?

+o uZ

+00
Par comparaison, les intégrales f du et f — du sont de méme nature
u
1

, 1+ut

+ 00 + oo uz

Or l'intégrale j

— du estune intégrale de Riemann convergente donc f
u
1

du converge.
;. 1+ut 8




+0o0 uZ 1 uZ +0o0 uZ

j 7 du = j 7 du  + j 7 du : Bst convBrgPntll
o 1+tu o 1tu 1 1+u

~—_—————

intégrale sur un segment  intégrale convergente

1
x ~In (1 + x_2> est continue sur [1; +oo

1

1 1 1
In <1 + —) ~ — etlesfonctions x — In (1 + —) et x —» — sont positives sur [1; +o].
¥2) 4o x2 X2 X2

+ oo + oo

1
Par comparaison, les intégrales f In (1 + x_z) dx et f ) dx sont de méme nature
1

1

+o00 + oo

1
Or 'intégrale j In (1 + x_z) dx converge.

— dx estune intégrale de Riemann convergente donc f
X
1

1

Exercice 2 :
1))t 1 t conti 10; 1] et tout x € ]0; 1] f1t+1dt f(t + 1>dt
g est continue sur ; e pour out x ; ) — = —_— —_—
\/E X \/E X \/E \/E
3 1711 3 3
1\/_1d 11_1d tz  t2 211x?1 82x?1
= t — t = t2 t 2 t=|— [— = — —_—— X2 | == — 2
jx( +ﬁ> fx( * ) E 3ti=37*¥)=3 3 T
2 21,
3
lim ™ 4 %3 = 0 done lim [ = Lde =8 . Vintéeral f1t+1dt -
m— Xz = onc I1im E— == 2:11n egrale E— converge et vaut —.
x=0 3 x>0 ) At 3 o Vvt 3

2) On applique le changement de variablet = u — 1

Les changements de variable affines sont les seuls acceptés dans les intégrales généralisées...
Bornes:siu =1alorst =0etsiu =2alorst = 1.

t=u—1 doncdt =du

u _t+1

\/u—l_ Vvt

Ainsi]2 ¢ d =.]-1L1dtdoncj2 ¢ duetvaut§
,1VU—1 0 \/E 1 Vu—1 3

Exercice 3 : EDHEC 2003

1. a) I, est impropre en +oc (car f continue sur |0, +o0()
1 M
MET 1 L 1 1 )
L —za?r = [—e z] = —eM 4+ en — en — 1 quand M — 400 done I, converge et est égale
T I=N
i
dl,=en —1

1
b) Ore®*— 1~z quandz — () et comme — — 0 alors [, ~ —.
n +oo 11

1

1 . . . . .
2. Ona % ~ — et comme la série des % comverge (série de Rieman) alors, par réquivalence de séries
n n
& termes positifs, la série de terme général u, = f(n) est convergente.



3. a) Pour encadrer 'intégrale, on encadre tout d’abord f et pour celd, on détermine son sens de
variations :
f est dérivable sur |0, +co| et

1 1
1,20 z -
—Zgzpt —Irez —(1+2 z
fla)= TEEE DT ( +f}‘°' < 0 sur ]0,+o0]
T X

donepowr 0 <« k <z <k+1lonaf(k)= flz)= f(k+1) (f(k)et f(k+ 1) constantes par
rapport & z) et 'inégalité de la moyenne donne alors comme k < k+1:

f{k+1)a[ Fe)dz < £ (k).

(ou en intégran t 'inégalité par raport 4 z )
b) En sommant soigneusement cette derniére inégalité, montrer que :

On somme alor sl'inégalité précédente de n a M :

Siken<Y [ r@a<y 10

réindexé h = k + 1 pour la premiére somme done

3 rm< [ Trea< Y FH)+fn)
S f(h)af feyd< S k) +fm)

et par passage 3 la limiet dans les mnégalités (les séries et I'intégerale convergent quand M —

+00)
+-00 +0a E%
Y un<L< ) upt—
k=n4+1 k=n-+1
¢) On a alors le double encadrement -
. +00
L——5<) wm<h
k=n+1
et en divisant par I, qu tend vers 4-oc,
= +o0
gn g
ntl, I,
+oo
Ei-:n.ﬂ“k
par encadrement ——— — 1
I,
1
Conclusion : |32, & ~ I, ~ 2 quand
on SI101 &=n+1§m n"‘";q'l.lﬂﬂ n— 0o




Exercice 4 : EDHEC 2004

1
- 1
Pour tout n de M, on pose u, = f dt et on a, en particulier, u, = f E——I—fdt
0

1+i‘—|—t“
1. La fonetion t — j3'% est continue sur [0,1] (ear 1+ ¢+ ¢ # 0) d.oncji}lH_mdt est bien
défime.
2.0na
1
= —_— —dt_]nﬂ t),=In(3
w = [ rirpdt= [ yrdt=mE+O =k - 1)

= In(3/2)

et

1 1 1 1
= = dt= |-In(14+2¢
w f1+t+t £1+2t [2 (1+ ]],
1
5 n(3)

Conclusion - |ug = In (3/2) et uy = 1 In(3)

3. a) Pour comparer les intégrales u,, et u,_, on compare leurs contenus :

1 1 B £
1+t+8 1+t++ (L t+t) (L+t+ )
£ —1)
A4tt+t) Lttt er)
< 0sur [0,1]
1 1
S irtre = Trtred

et comme (ordre des bornes) 0 < 1, on a alors

! 1 ! 1
—dt = —dt
p 1+t4 o 1414+t

Conclusion : | la suite uw est done croissante. |

b) La encore, on majore le contenu, par une quantité qui ne dépend pas de n :

Site (0,1 alorst® >0et 1+t+¢ =1+t >0 done < L et comme 0 <1:

:l+35-|-i"E - 14¢

1 1
1 1 1
- @ < —— dt=[ln(1+¢
£ 1+t+tr = l 1+t ln (1 + )],
< In(2)

Conclusion : (¥n € N, u, <In(2)

¢) La suite » est done crolssante et majorée par In(2) done eonvergente vers une limite

{ <In(2)



4 a) Pour éerire In (2) —u, sous forme d'intégrale, on écrit In (2) sous la forme trouvée précédem-

ment -
1 1
1 1
]11[2} — Uy = —dﬁ—f —dt
g 1+t g 1+t4+1"

fi 1 1
= — dt
s 1+t 1+ttt

= 1 & dt
N £ E+1)(t+&+1)

b) Pour obtenir le niﬁ? on devine une primifrvation de *, que 'on va conserver dans la

majoration du contenu :
ur [0,]]enat+1>lett+"+1>1dome ((+1)(t+t"+1) > let i e <1

(1)t 41)
d’nﬁmif‘ car * > 0 et comme 0 <1

"
In2)—un = f|[t+1{«¢+«¢“+1}|'j'T’t

few- [

n+1

P

I

1
Conclusion ; |V M In(2)— R
on clusion n €N, In(2) uﬂ_n_i_l

¢) On a une majoration. Pour conclure, on cherche l'encadrement :

£ 1
0 < iyt 5w 0,1 alors 0 <In(2) —u, < 35
1

Et comme —- — 0 alors par encadrement In (2) —u, — 0 et

el

Conclusion : |un, — In(2) quand n — +o00 |

1

+0o
5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on pose v, = —dt
y l4t+n

a) j;'_ 1+Htﬂd.t est 1mpropre en +00

On prouve sa convergence par comparalson :

1+:1+:== = tl"1+1,r't"i1+1l."t” ~ tn car n = 2 et done " et *71' — 0 quand t — 400

Comme n > 1 alors f1+ = ldﬁ cnm‘erge (intégrale de Riemann) et par comparaison d’intégrales

de fonetion positives, fl— ——mdt converge.

1+t+t‘“’

Conclusion : |u, est bien défime pour n = 2

b) Powrt>lonal+t>0etl+¢t+ >¢ >0done 0 < —
on a

1
1+H_ﬁ < 7w done pour 1 < M

M 1 M 1 1 1™
—_—dt < —dt= |—
1 14+E41t" , n—1¢-1],

P



et par passage & la lmite dans 'imégalité, quand M — 4o

oo 1 1
0< dt <
1 1+t n—1

1

n—1

Conclusion : [¥n>=2, 0 <u, <

¢) Done par encadrement v, — 0 quand n — +o0

1
1+t41™

+-o0 1 1 1 00 1
ﬁ Triret = £1+t+tﬂﬁ+£ Trerr®

— In(2) quand n — +4oco

Comme I'intégrale impropre en 400 J'Tm dt converge, alors

Conclusion : |limn o0 f; tragdt=In(2) |

Exercice 5 : EDHEC 2007

1. a) On étudie les variations de g(z) = z — In(z)
g est dérivable sur |0; +oofet ¢ (z) =1 — 1_ =i

£ <

x 0 1

z—1 — 0 + affine
d () - 0+

g (=) +N 1 7+

Conelusion : |pour tout x = 0: g(z) >0

b) f est définie en 0 et en = tel que z = 0 et z — In (z) 0.
Conclusion : | f est définie sur [0, +o00]

2. a) f est continue sur |0, +oo[ comme quotient de fonctions continues.
End:pourz =0:
In ()
z —In(x)
In (z)
In(z) (—1+z/In(z))

1
TromE) 70

fle) =

Done f est continue en 0.
Conclusion : | f est continue sur R+

b) Pour z = 0, le taux d’accroissement en 0 est :

F@)—F0) g Tl

_ z—Injz)
x—10 T
_ In(z)—In(z)+=z
z (z —In(z))
1
N n:—ln{m}_}n

Canclusion - | Done f est dérivable en 0 et f5(0)= 0




3. a) Sur |0,+oc][ on ax — In(z) # 0 done f y est dérivable comme quotient de fonctions

dérrvables et
E-lE)l-l@) (1)
re G- l@)
_ = —In(z)—In(z)(z —1)
z(z —In(z))
_ = —zIn(z)
z (z —In ()’
1—In(z)
(z —In(z))’
b) En +oco :
In (z)
flz) z —In(x)
_ @)
z(1—In(z)/x)
— Ocar In(z)=o0(z)
Conelusion : | f (z) — 0 quand z — +o0
¢) On a alors -
x 0 € +00
I—_In(z) T~ 0 -
=) 0 + 0 —
10 = S S
4. Comme x —In(z) > 0 le signe de f(z) est celui de In(x) (et négatif en 0 )
x 0 1 +co
flz)|— — 0 +

5. Pour tout réel z élément de D on pose F (z) = J';:f{t}dt
a) Comme f est continue sur B™ alors F est dérivable sur R et F' (z) = f(x) et done F

est continue.

Conchigion : |F est C! sur BF |Et son sens de variation est donné par le signe de f -

T 0 1 +oo
Flzl=f(z)|-1 — 0 +
Fz) 0 AN S 4o

b) Comme 1%@1 = % = 0pourt=e et que f:’m Eldt diverge alors par minoration de fonction

positve J"1+ = %ﬂdt drverge et

In (2)

Conclusion : |limg . J':r Tdtz +oa

N.B. on pouvait sussl primitiver (car =

: (n(z))’

1

est la dérivée de In(x) par rapport 4 = ) en

¢) On a un équivalent en +o0o en factorisant :

In (t)

t

“In(?)




In ()
—In(t)

pour tout ¢ > 1. Done, par comparaison de fonctions positives, fl

In {tj

—————dt diverge

également et lim, . ., fl —=dt =

Et done
Conclision : |1i.m_,_m F=4o

Pour tracer une jolie courbe reprézentatve, 1l faudrait en plus la direction asymptotigue.

Exercice 6 : EML 2001

a)

b)

d)

On a
E—#f‘a+2 1
PR = o = e
Et comme "+ = o (e*) alors Jim £ fa(t)= 0.
On adone 0 < f, (t) =0 (t7?)
Et comme f % 24t conv erge (intégrale de Rieman), par comparaisopn de fonetions po-

sitves, I'intégrale j; Ju (t) dt impropre en +00 converge égalment.

Conclusion : f falt) dt est convergente.
0

Pour z > 0, On mtégre par parties (sur [0,z], f. est donnée par la premiére formule)
w(t)= 8 u(t)=nf" v ()= v (f) = e

Et comme u et v sont C*?
] 1 o ] 1
f fa(t) dt = [—t""‘e_t] —/ ——nt* e dt
0 ﬂ-! 0 i} n_f

et pour n = 1:n!=n(n—1)! done

Conclusion : |Yn € N, Vo € (0400, [i fult) dt = o2 + [¥ fu_i(8) dt

On procéde alors par récurrence -

— Pourn=10: [ fo(t)dt= [Jetdt=[-e"j=1—e*— 1 quand x — +o0
Done fﬂ fo(t) d converge et vaut 1

— Soit n > 0 tel que fn ft)dt=1
alors m4+1 > 1 et K_fn_,_il[ﬁ] dt = E{_:f;‘;l + J:] falt) dt— 1 quand # — +oco ear
ph e = gt eo ot gntl — g (g2)

Done f;m fas1(t) d corverge et vaut 1

+o0

W e M, Jult) dt comverge et vaut 1
0

Conclusion :

f.. est continue sur E* et positive sur K
[ fa=0done [*7 f, =1
Canclusion : | fn eat la densité de probabilité d’une variable aléatoire.




Exercice 7 : ECRICOME 2011

Partie I : Etude des zéros de ¢
1. En4co:¢(z)=1—2'ln(z) = —o0
@ = i —zln(z) — —oo et on a done une branche parabolique verticale.
x

2. En0:2°ln(z)= %f,l — 0 avee In (z) = o (1/27)
Done ¢ (z)=1—=zIn(x) — 1= ¢ (0) done ¢ est continue en 0.
de plus elle est continue sur |0, +o0c| comme produit de fonetions continues

Conclusion :

v est continue sur E_|

3. i est dérivable sur B comme produit de fonetions dérivables (z > 0 pour le In)

:I’ﬂ

¢ (z)= —2zIn(z) — ~
= —z (2In(z) + 1)

4 FEn 0, on caleule le taux d’accroissement - pour x = 0

plx)—p(0)

P =—zln(z)—0

Conclusion | i est dérivable en 0 et ' (07) =10
et sa courbe a un tangente horzontale en 0

9.
x 0 1/+/e 1oo
2In(z)+1 S - 0 I+
_E J— —_—
¢ (z) 0 + 0 —
¢ (z) 1/ N

(on résout de téte 2In(z) + 1= 0 puis on a le signe par le sens de variations)
6. On rappelle que In (2) ~ 0,7.

w0 sur [0,1/,/e] et il n’y a pas de solution sur cet intervalle.

p(v2)=1-2In(v2)=1-In(2) >0

w(2)=1—-4In(2) <0

et V2 = ﬁ done ¢ est continue et strictement décroissante sur ]v@?[ done bijective de
]\fi,?[sm :I]:.lﬂlz @, lim g5 @ [, mtervalle qui contient 0.
Done 1l existe un unique o £ ]v@,?[ tel que ¢ (o) = 0.

L

Et comme ¢ est strictement décroissante sur ] 7+ [, 1 n'y a pas d’autres solutions et sur

][}, 1—%] non plus.

Conclusion - |il existe un unique réel o tel que - ¢ (o) = 0 et 2 < & < 2.




7. I= [Po(x)de
¢ est eontinue sur [0, o] done I converge.
Mais on ne peut pas la caleuler en intégrant par parties sur [0, a] (dérvabilité de In en 0)
Soit £ =0

j:aqa[x]d:rz [al—xﬂln(z)dm
~ b - [P me)

soit u(zx)=In(z):u' (z)= 1z etv (z)=2":v(z) =23 avec u et v de classe C* sur [z, a

fﬁm@}m: Em(m}]j_[;_gdm

:%ln{a}—msln(m}— {%T

£
2 3

— —In{a) — Gl

3 9

et done
a of of a
fgﬂ{z}dr—;a——lu[a]+—=f @ (x) dr
'] 3 Q' 1]

On se souvient quey (@) = 1 —a’In(a) = 0 donec &’ In(a) = 1 et &’ In(a) = a d’on

(=]

& ik
39
_a(6+a’)

B 9

I=a-

8. C’est la méthode appelée « dichotomie ». Définissons d’abord la fonction phi :
function [z]=phi (x)
if x==0 then z=1
else z=1-x"2*1og(x)
end
endfunction
Puis programmons les termes des suites :
a=sqgrt (2),b=2
for k=1:7 if phi(a)*phi((a+b)/2)<0 then b=(a+b)/2
else a=(a+b)/2
end
end

disp (b, a)




Exercice 8 : ESC 2002

1. Pourtout x > 0ona 142 # 0et n+ 1+ ne® +# 0 done f, et h sont continues sur E% comme
guotients de fonetions eontinues.

Comme 1 +z® > 0et n+ 14 nx’ >0 car n > 0 done leurs signe est celui de In (z)

x 0 1 +oo
On a alors : In (z) — /0 I+
fn () — 0+
h(x) - 0+
-+ ]n
2. a) —fda: est Impropre en +o00.
1 i
1
En intégrant par parties avec u (z)=In(z):u' (z)= - v (z) = — v(z)=—=
x x x
u et v de classe C! sur EL
M M M
]ﬂc@ — _]n(x}l _f —ldx
;  x? x|, 0 x?
_ In(M) L2 l
- M oz L
_ In (M) 1 1
B M M
— 1
quand m — +oo car In (M) < M.
T Ing
Done f —;-dx econverge et vaut 1.
1 T
3 5 1 1
b) Pour toutz € Rona l+a® =z° > 0 done 1 < —; et pour r = 1 comme In(z) = 0 alors
T x
1< lnx Inex
142" 2
o oo =2
Et comme h—xdﬁr comverge alors par majoration Inz dr = h(z) dr converge
. x? y 142 1
épalement.

+co
Dans toute la suite de 'exercice on note alors K 'intégrale impropre - K = f hiz) dx.
1

1
3. a) f h{u) du est impropre en 0.
0

. 1
Par changement de variableu= —ru=1lwz=1l:u=g =
x

M| =

z — L de classe C* [1}53] tdu = g}rﬁr

1 i 1 1
f hiu) du = f —h (—) —dr
£ 1/e Ejx

h(1)=1h1[§) _ 2'Infz)

x + (A at+l

Et comme




alors .
1/e ]Ill:E]
241

fh(u}cau_

1
f h(u) du corverge et vaut —K
0

1

b) Comme h(x }{[}pumm{lonaﬁm
E‘tenmmeh(sc:]}ﬂpﬁmscblnnaf

2 In(z)
e — f x? 4+ 1

Ici'r—
z)| de= ["h

———dr=K quandz — 0%

J-nl

.‘L{:tr} dx converge et vaut K

) dr converge et vaut K

+o0
Done f |[h{z)| dr comverge et est égale 3 2K
0

+-oo
¢) Done f h(z) dr est absolument comvergente done convergente
0

L h(z) do= [ h

r)de+ [ h(z)dr=K—K=0

a) Comme n+ 1 +nz? > 0 et 1 +2* = 0 alors pour tout z > 0

|fn ()] — |Ri=)]

Done 0 < |f, (z)| < |k (z)] et par majoration, comme [ h(z

converge également.

b} Pour tout réel x strictement positif,

nlnx

Inz

|In ()]
|In (z)]

|In ()]

n+ 1+ nz?

1422
n 1
+14na? 1+mﬂ)
—(n+ 1+ na?)
(n+1+nz?)(1+2?)
-1

¢

n + nx?

(m+ 1+ nz?)(1+z?)

} dx converge alors |

Inz nlnz
hiz) — fa = -
@)~ (@) 1+z* n+1+na?
_ Inz \ n(l+z?)
142\ n414m?
_ lnz (n+l+4n’®—n(l+a?)
142! n4+ 14+ nz?
h(z)
n+ 1+ nz?
1 1
¢) On a alors pour tout réel z, n+ 1+ nz* >n+1 >0 et =
n+l4+ne?  n4+l
- q- iz iz
et donc pour z > 1 et en multipliant parh[m}zﬂ:ﬂih[ﬁ]—fn[m}z,(ﬁﬁ_ﬁ
En intégrant sur [1, M] avee 1 < M :
M M M M
h(z) 1
0dr < h(z)—folz) dr < dr = —— hz) de
[ [ o -r@as [ Ha-—g [ he

et par passage d la limite dans les inépalités (on sait déja que les imites existent)

0< [ 0e) - hule) i <

K
n+1

T ful) dz



) . k)

De méme 510 <z < 1 alorsIn(z) < 0 et <
l1+n " n+14nx?

et en passant & la lmite quand = — 0 :

< 0 d’ott en intégrant sur [=, 0]

n+1

—— %f — falz)) dz <0

d) Par encadrement on a alors L (h(x) — falz)) dz — 0 et j:[h(:r} — falz)) dz — 0 quand
1 — +00.
Done [[ " fulz) dz — [["h(z) dr = K et J';lfn(.."::}l dr — J':h{z} dr = —K quand
n— +00.
Done [;** fu (z) dz = [ fu () dz + [ fn (z) dz — 0 quand n — +oo




